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1. Einfihrung

Die Behandlung der Warmeleitung in Gasen ist ein schwieri-
ges Problem. Es ist besonders kompliziert, wenn sich das Gas
in turbulenter Bewegung befindet. In der Astro- und Atmospha-
renphysik, auch bei Aufgaben der Technik, hat man sich damit
zu befassen. In gewissen Zustadnden des sich in turbulenter
Bewegung befindenden Gases kann man die Behandlung der War-
meleitung vereinfachen. Dies ist der Gegenstand der vorlie-
genden Arbeit.

Wir befassen uns mit dem Verhalten der Temperatur eines
idealen Gases, das stochastischen Bewegungen und damit auch
stochastischen Anderungen der Dichte unterworfen ist. Diese
Bewegungen wie auch die Anderungen der Dichte werden dabei
als gegeben betrachtet und im folgenden der Kiirze halber als
Turbulenz bezeichnet.

Die Temperatur des Gases mul3 ebenso wie die Bewegung und
die Dichte einen stochastischen Charakter aufweisen. Wie
iblich fassen wir jede solche stochastisch schwankende Grofe
als Uberlagerung aus einem mittleren Anteil und einem schwan-
kenden Anteil auf. Beide Anteile unterscheiden sich durch die
Langen- und Zeitskalen, in denen sie sich wesentlich &andern.
Zum schwankenden Anteil gehoren die kleineren Skalenwerte,
zum mittleren Anteil die groBeren.

Wir interessieren uns in erster Linie dafiir, wie die mittle-
re Temperatur durch die Turbulenz beeinfluBt wird. Deshalb
wird die Warmeleitungsgleichung gemittelt. Der Struktur nach
erhalt man wieder die Ausgangsgleichung, aber mit Zusatzter-
men. Diese Zusatzterme sind vorerst unbekannt, bei bestimmten
Voraussetzungen iliber die mittlere Temperatur jedoch lineare
Funktionale der mittleren Temperatur und deren raumlichen
und zeitlichen Ableitungen.

Setzen wir voraus, daB sich die mittlere Temperatur {iiber
gewisse Langen und Zeiten, die mit den Skalen der Turbulenz
zusammenhangen, wenig andert, dann sind die hoheren Ableitungen
der mittleren Temperatur unwesentlich und konnen vernachlassigt
werden. Die linearen Funktionale der mittleren Temperatur sind
mit Koeffizienten behaftet, die durch die Turbulenz bestimmt
werden. Diese Koeffizienten sind jedoch schwer in einer ex-
pliziten Form darzustellen. Einen Ausweg bietet die Beschran-
kung darauf, daB nicht nur die mittlere Temperatur, sondern
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alle mittleren GroBen sich in gewissen Skalenwerten nur schwach
andern, die (mittlere und schwankende) Geschwindigkeit ge-
wisse Betrdge nicht iberschreitet und damit zusammenhdngend
die Dichte- und Temperaturschwankungen klein gegeniiber den
Mittelwerten dieser GroBen sind. Man betrachtet also eine
Turbulenz, die nicht sehr intensiv ist. Trotzdem kann die
Turbulenz einen starken EinfluB auf die Temperaturverteilung
haben, d.h. die in der Gleichung fiir die mittlere Temperatur
neu im Vergleich zur allgemeinen Warmeleitungsgleichung auf-
tretenden turbulenzbedingten Terme sind unter Umstdnden grof3
gegeniiber den urspriinglichen, bereits ohne Turbulenz vorhan-
denen, Termen.

Diese Arbeit folgt in ihrer Grundkonzeption und einigen
mathematischen Methoden dem Vorbild einer Gruppe von Unter-
suchungen anderer stochastischer oder turbulenter Vorgange.
Es sei verwiesen auf die Arbeiten zur Magnetohydrodynamik
der mittleren Felder in turbulenten Medien (siehe z.B. Krause/
Radler 1971), und auf spezielle Arbeiten zur Turbulenzvisko-
sitdt (Krause/Rildiger 1974, Rildiger 1974), zum Warmetransport
in turbulenten Fliissgkeiten (Krause 1972) und auf eine eigene
Arbeit iber die Dissipation turbulenter mechanischer Energie
in Gasen (Eschrich 1978), deren Ergebnis ein Spezialfall des
Ergebnisses dieser Arbeit ist.
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2. Grundlagen
Wir gehen von der Wirmeleitungsgleichung in der allgemeinen

Form

o7 : L ~ ~ :
},’E.-(:—f-:‘*f’ MQF‘\AJ T)-:uhv'(;"ﬁimd i} ~-Lodvud 75 (1)

aus und ergidnzen diese durch die fiir ein ideales Gas gelten-
denZustaendsgleichung

p=gT R /4 (2a)
und die Beziehungen
L=T(f#)=p,  Rp=6-G v=G/. ettt

Wie iiblich sind die mit T,g,p und w die Tempersztur, die Dichte,
der Druck und die Geschwindigkeit des Gaseg gemeint, Weiter-
hin bedeuten ¥ die Wdrmeleitfihigkeit, L die Kompressions-
wirme, cp und c, die spezifischen Wdrmen bei konstantem Druck
und bei konstantem Volumen, ' das Verhiltnis derselben, R die
universelle Gaskonstante und . die Molmasse, SchlieBlich sollen
mit & alle Formen der Wirmeerzeugung, die nicht durch Kom=-
pression bedingt sind, erfeft werden.

Wir wollen une die Moglichkeit offenlessen, die Temperatur-
abhéingigkeit von X 2zu berﬁcksﬁchtigen.*)Vorerst nehmen wir

aber einfach
R=1R(x,t) . (3)

Damit wird es moglich, von (1),(2) zu einer Wdarmeleitungs-

gleichung in der speziellen Form
S%%CfU?mdﬂkﬁiﬁv“%@JU-»gﬂ-d&bu*?f&ﬁMJ

iiberzugehen, die wir den weiteren Betrachtungen zugrunde le-

gen, Die GroBeny, c., die die Eigenschaften des Gases be-

v?
schreiben, und u, ¢y elso die GroBen aus der “ydrodynamik,

¥)
FuBnote: Aus der stat. Fhyesik ist bekannt, del fir ein Gas

K= cfﬁm T%4¢ , mit der Nolekiilmesse m und dem Wirkungsquer-
gchnitt @ der Gasmolekiile, icst,
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und die die Wirmequellen beschreibende GriBe S, werden als
gegeben betrachtet, Selbstverstdndlich soll bei zllen Vor-
gédngen die Kontinuitdtsgleichung

7%§+ div (¢u) = 0 (5)

erfiillt sein.

Wir nehmen weiter an, daB eine Nittelung erkldrt ist, die,
auf eine stochastisch schwenkende GroBe engewandt, eine Glat-
tung des rdumlichen und zeitlichen Verlaufe bewirkt. In die-
sem Sinne fassen wir jede stochastisch schwankende GrGe A
ale Summe aus einem mittleren Anteil A und einem schwankenden
Anteil A° zuf, setzen also A = A + A", Dabei ist es fiir un-
gere Betrachtung belanglos, wie die Nittelung im Einzelnen
definiert wird, Es kommt lediglich darsuf en, daB die Rey-
noldschen Regeln gelten, also beispielsweise

A =141, & =0, (6a,b)
AB=A-B, AB=0, (6c,d)
A=B = "B & ASE (be)

und daB die Keihenfolge von Mittelung und Differentistion
oder/und Mittelung und Integration vertsuscht werden darf.
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3., Gleichung fiir die mittlere Temperatur

Unser Interecse gilt in erster Linie dem Verhalten der
mittleren Temperatur. Unterwirft man die Virmeleitungsglei-
chung in der Form (4) einer lNittelung, so entsteht

vy ("’L’"‘f'; g Tdva + S/ tPy, (D

v

e

T ."'

mit

‘dlkgﬁmJTr *fﬁA'?wJﬁzw{y%)fJWLﬂak -¢u ?UJ‘ (8)

I
“
]
F‘A

- (A Tovu’ - T~ AT T - Tiged T
Die formale Lbereinstimrung der Gleichungen (4) und (7)
wird durch die GroBe P gestort. Wihrend sich T aus (4) schon
bestirmen 1&8t, wenn uw, ¢, R,y und $ bekannt sind, kenn man
T erst dann aus (7) ermitteln, wenn man neben @i, { -und § such
P kennt. Um eine Ausssge iiber die Grige P zu erhalten, fragen
wir nach T°., Eine Gleichung fiir T° erhilt man, wenn in (4)
?T=T4+ T, w= 8 + & usw. gesetzt und Gleichung (7) beriick-
geichtigt wird. Wir rechnen linesr in den schwankenden GriBen,
geben dafiir die Voraussetzungen spdter en, und erhalten:

f( +u%MJHJ;£va#MJTJ (y- ,ydwﬁa?r+vﬁ,+§dwh(wmfj
' (9)

«gé 0 God T = § gl T = (y- A Tdive’ — (y-le/ T divii .
Wie wir spdter sehen werden, liegt kein EinfluB der Randbe-
dingungen und des Anfengszustandes auf T°, bei unwesentlicher
Einschrdnkung vor. Deshelb, und aufgrund der Struktur der
Gleichung (9) und w%en des lokzlen Charskters turbulenter
GréBen, ist T° und damit auch P ein lineares Funktional von
T, P besitzt somit die Gestalt:

— = 2T 127 AT 127 — :
P = aT -~ a,;,ﬂ + 0, A .[ - - 1)‘5—7: t b_\ £ T + o (10)
X 4 O Ox; vt Ox; Ot

In w ist die durch 3° verursachte Wirkung zusammengefaBt, die
une in dieser Arbeit nicht weiter interecsesiert.
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Wir greifen nun auf die Gleichung (7) zuriick und setzen
dort den Ausdruck (1C) ein., So entsteht:

=(3T , - +u. 3T | L
u,---+~——- Fa taRE Koy ol
g (l}t /4 b ‘)kl / u*j { 445 6"4\'3' T
e ool D = T (11)
i A @IV T oo b . 2 ™ + 870
2 71445 \ a+b I It A4 ’
mit
T A d i+ & REw D5, .
b, ..F )‘ (,?b':} b ;:;-;— + u, ; (12)

die von une gecsuchte Gleichung fiir die mittlere Temperatur.
Bis suf b grad ¢/ T/Jt haben wir hier elle htheren, in der
allgemeinen Wirmeleitungsgleichung (1) oder der Wirmeleitungs-
gleichung in der Form (4) nicht auftretenden Terme nicht mit
aufgeschrieben., Die durch e, sy, und b beschriebenen
Wiirkungen der Turbulenz konnen leich% interpretiert werden,
da sie lediglich Korrekturen bereits vorhandener GroBen dar-
stellen., 8 ist im Rehmen unserer Niherungen eine positive
GroBe und beschreibt einen dissipativen Effekt, Hieriiber
liegt bereits eine Versffentlichung vor (Eschrich, 1978).
ng beschreibt einen der Konvektion snalogen Wdrmetrensport,
aij eine K?derung der Wirmeleitfdhigkeit, b modifiziert die
zeitliche Anderung von T und w ist eine weitere Wirmequelle.
Mit Hilfe der gemittelten Kontinuitdtsgleichung erhsdlt
man die, ebenfalls in den schwenkenden Gr&Ben linegrisierte
Gleichung

—-j—’-f div(ge+pua) =0 (13)
7 .
die bei gegebenen iy und § einen Zusammenheng zwischen g’

und & vermitteln. Gleichung (13) benutzen wir spdter um p’
durch u” und als Funktional von §¢ und @2 darzustellen,
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4. Berechnung der turbulenzbedingten Koeffizienten

4.1 Einfibhrung und Definitionen

Wir gehen nun daran, fiir die turbulenzbedingten Koeffizien-
ten g, a5 aij’ b, bi niherungsweise Darstellungen zu finden,
Des bedeutet, wir miicesen P und alle arderen suftretenden
Korreletionen niherungsweise berechnen, Dszu bildet die Glei-
chung (9) fiir 7° die Grundlage.

Es liegt nahe enzunehmen, deB T° in einem gegebenen Raum-
und Zeitpunkt nur denn eine wesentliche Korrelation zu ir-

gendeiner schwankenden GréBe in anderen Pumkten hat, wenn
die rdumlichen und zeitlichen Abstinde nicht zu groB eind,
etwa die durch w’, ¢  und S° bestimmten Korrelationsléngen
und -zeiten nicht wesentlich iiberschreiten. Dann breucht man,
um P fiir einen gegebenen Raum- und Zeitpunkt zq@rmitteln,
euch T und alle anderen mittleren GréBen nur in einer dsrart
beschrénkten Umgebung derselben zu kennen, Eine wesentliche
Voraussetzung ist, daB sich T und slle enderen mittleren
GroBen in dieser Umgebung nur schwach &@ndern, so daB sie
durch die ersten Glieder einer Taylorreihe um den gegebenen
Punkt hinreichend geneu dargestellt werden, AuBerdem betrach-
ten wir nur solche T°, die weit genug vom Rend und der An-
fangezeit entfernt sind, so deB deren EinfluB auf T° unwe-
sentlich ist.

Lediglich um die Rechnungen zu vereinfachen, gehen wir
weiterhin von zwei zusitzlichen Voraussetzungen zuse, die den
Giiltigkeitsbereich des Ergebnisses nicht einschrénken, Als
erctec getzen wir die suBerhelb dee durch Korrelationsliénge
und -zeit definierten Gebietes um den gegebenen Punkt lie-
genden schwankenden GréS8en null, Zweitens legen wir den gege-
benen Punkt in den Koordinatenursprung.

Bei den weiteren Rechnungen wollen wir uns der Fourier-
Transformation bedienen, Dsbei wird der Zusammenheng zwischen
einer Funktion A(x,t) und ihrer Fouriertransformierten A(k,w)
durch

A

Alk) = 2r) “fJ A t) expl-ilkn-coe)) o H (14)

festgelegt. Wir notieren die Relation

1 (k,u) = A(-k,-w) . (15)
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Bei der Fouriertrensformation eines Produktes sus einer mitt-
leren GroBe A(x,t) und einer schwenkenden B”(x,t) entwickeln
wir zuerst gemiB dem oben gesagten A in eine Taylorreihe um
den Punkt x = 0, t = 0O

A(x,t) = A,+ A“xﬂ+xféwﬂx“xw+...+ At 4o+ A x b +... (16)

mit A, = K(0,0), A,=;2h| , &, =2k usw.
' Kn %=
& =J

und fiihren dann die Transformation aus, Es ergibt sich
(2n)'”]{£(x,t)3'(x,t) explikx-c¢)aSxdt = 4,(14D,) B (k,w), (17)
mit dem Differentialoperator

£,(14D,) = A, + iA,,;‘t‘—é’Akda—i—%‘:...— 18,404 ;”m-;o-.(w)
der beziiglich k und W suf B’ enzuwenden ist. Wire X = const,,
so wire D, = C. Steht anstelle X eine GroBe JA/Jx, oder
FAJDT dandist der Gperator Dy mit h bzw, h, zu multipli-
zieren, FUr die OperatorgﬂwhuﬂﬁﬁdiﬁwLie% dieDProduktregel
enzuwenden und es gilt

ih _% =é‘h'\ ? hnﬁ;i_\-= C , hﬂF(k’v‘J) = 0 N
¢ Un e
(19)
-ih, 5% = , Bgl=0, B F(ke) =0,

Beispielsweise ist

hyA,(14D,) = A; + ih 7 = 14, 7 +...

v"flw G

A +’A,‘e,—---+-.- ..RJ

"

h,Ad(1+D1)
& -~

x
FuBnote: Men kenn leicht die Regeln
1[k,Dy = DK, | = B.Dy > =i(D4 = Daw)= B,Dy

gbleiten.
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4.2 Vorsussetzungen iiber die Gleichungen fiir T und g'

Die Linearieierung der Gleichungen (9) und (13) in den
schwenkenden GroBen gelingt unter der Voraussetzung

lo’| < 1, /1., (21)

wobei 1, und t. die charakteristische Linge bzw, Zeit von

w ist. Die Losung dieser Gleichungen (9), (13) gelingt uns
jedoeh nur niherungsweise, Fir

¢ = const., w=0, = const. (22a,b,c)

kenn man leicht exakte Losungen engeben. Flir diesen Fall
folgen sus der Bedingung (21) die beiden Reletionen

¢ /<1, T/T w1 . (238,b)

LHB8t man eine der Bedingungen (22) fallen, kdnnen wir keine
Losung angeben. Schwicht man die Bedingungen (22) aber der-
art ab, g0 daB die dadurch zusdtzlich auftretenden Terme
klein gegeniiber einem der anderen Terme, die bei Giiltigkeit
von (22) suftreten, sind, ktnnen wir dvreh eine Storungsrech-
nung eine Niherungsldsung finden., Die dazu notwendigen Be-
dingungen sind

) T | | A
a /
_Er"_'!i_ s T i o }“( i
gxn L ]A l , :ix._,‘“ ' 10 AN 'JX“) :
' _ - (24)
::’r{{_ . ] g"’“d/‘ : JL-_q_'.r'A L=/ 2
oe | <A | 6 |, T
und
ﬁk|-!g:|-<< §* U (25)
oder einfacher
&l < |u]| . (26)

Unter diesen Voraussetzungen bleiben natiirlich die Unglei-
chungen (23) bestehen. Da wir die L&sungen der Gleichungen
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(9) und (13) im Fourierraum gewinnen, miissen die Bedingungen
(24), (25), (26) modifiziert werden. Es muB dann bei A,(1+DA)B
das jeweils folgende Glied klein gegeniiber den vorangehenden
Gliedern, insbesondere muf

lDA§1<¢B1 (27)
sein, Die Bedingung (25) wird durch
|- f5] << 8 [T | (28)

ersetzt. Es sei vermerkt, daB bei der Darstellung der in (10)
auftretenden Koeffizienten a, a; usw, die in den Gleiekungen
Ungleichungen (24) ausgedriickten Bedingungen noch schirfer
gefalt werden, Die jeweils rechts stehenden Ausdriicke werden
folgendermeBen ercetzt:

— AVA Y U B 1 4!
A— A 2A s A JA ___ A
T G i 27 -
“ "

Dies filhrt auf die Bedingungen
L. ¥ 1, t.» ot , (29)

wenn 1, und t, die Anstiegslinge bzw. Anstiegszeit der mittle-
ren GriBen bezeichnet,

Wie in der Einleitung bereits erwidhnt, betrachten wir die
Turbulenz als gegeben und als Ursache der Dichte- und Tempe-
raturschwankungen, Wir wollen noch die Mdglichkeit der Er-
zeugung von Temperaturschwankungen durch stochastisch wirkemde
Wirmequellen, susgedriickt durch S°, zulassen, aber nicht
ndher derauf eingehen, D.h., daB durch u’ die Funktion y°
und durch u” und S° die Funktion T eindeutig bestimmt sein
muB. Dies wird erreicht, indem die L&sungen der homogenen
Gleichungen von (9) und (13) Null gesetzt werden. Andernfalls
miBten wir verlengen, deB nech Ablauf der Korrelatioszeit
die Losung des homogenen Systeme verschwindet, was auf dagsel-
be hinauslsuft,

Die Gleichungen (9) und (13) eind also geldet, wenn jeweils
eine spezielle LOsung des inhomogenen Systems angegeben wird,
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die die Eigenschaft hat, mit " bzw. w” und S° zu verschwin-
den,

Fir die entsprechenden Gleichungen im Fourierraum gilt
dies sinngemdl ebenfalls,
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4,3 Losung der Gleichungen fiir ¢ und T°

Nit den in Abschnitt 4.1 eingefiihrten Eezeichnungen lau-
ten die einer PFouriertransformation unterworfenen Gleichungen

(9) und (13) fiir T° und 3'
{j\.,lr’ "““"J -Jv L(a tDr( i \DS’L“""‘-('d*_.DfJ"}; JT\’
_ — P 30
* ;& ‘0 - I(n I"lq 'DT Hj_,/:{;, Cv ( )
und
W g = ke €, (A4 D) Ul + b U, (14Du) (31)
Es ist A= W./gec. ,
= Woli (M40 )kt (¥-4) b D | (32)

A

A A
‘= au + She,T, . (33)

ju]

Den Ausdruck fiir a, geben wir spiter an. Vorerst gehen wir

an die Losung der Gleichung (30) fiir ¢“. Nach Voreussetzung
ist der Term mit u_ , = u,(0,0) klein gegeniiber den anderen
Termen, so def wir die Losung durch eine Stdrungerechnung
gewinnen ktnnen. Im Falle u, = O ist die L&sung der Glei-
chung (34)

-"A‘,_Li-r A. .A? .
e l-= I:.Li+i§)uu (34)

Allgemein erhdlt man

Sgg - R.0° , mit Z[ m‘)] (443¢) , (35)

Nun kidnnen wir auch &, angeben:

8, = -[h+ u;,- (14D,)h; + (y=1) (h;u,, D)] (14D )R, +
- (1+Dg)[thT + (3-1)(1+Df)ikﬁ} . (36)

Auf &hnliche Weise wie Gleichung (30) 1&sen wir die Gleichung
(29) fir T°. Diese Aufgabe iet aufwendiger, da jetzt drei
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Stérungsterme, niémlich -;hk;ngHE', tiu@l und - (1+Dg)®§$'
vorhanden sind’ die die Temperaturebhidngigkeit von ¢ , die
Variebilitdt von § und ein schwaches mittleres Geschwindig-
keitsfeld u beriicksichtigen. Ohne diese Terme lzutet die
Losung - die nullte N&herung -

A

T, = G[L a0 + 8/¢ ] » mit G=1/(K-1w) . (37)
Das allgemeine Ergebnis schreiben wir in der Form
= [1+0] 1, (38)

wobei © ein komplizierter Operator ist, der aus den beiden
Operatoren ©, und ©,. gebildet wird: 1+6 =(1+6)(1+6,.) .
Der operator €, wird durch die Losung T = [1+Qﬁj@;¥ der
Gleichung

T = 15, - T,k (h,D,)R" /¢ e\ (39)

bestimmt. Wir geben ihn in Abschnitt 4.% an, € wird zu-
sammengesetzt eue den Operatoren €., 6, 6,, die die Einfliicse
der drei obengenannten StSrungsterme im einzelnen, und den
Operatoren 6, , €, , €. , die die wechselweisen Einfliisse
jeweils zweier Terme beriicksichtigen und schlieflich dem
Operator €, , der den wechselweisen EinfluB aller drei Terme
beriicksichtigt, Explizit ist

6, =6, +6 + 6, +
6,,-G - k; Dk, 6+ iD,06,) +
+ 6,-G[+1Dw6, - 1(14D. Y4, D) +

+ 0, G- Aok, Dyk; 6= 1(14D,)0,€,) +

+ ee‘st_‘-é‘( ).k, D, ke G[up 206, =1(1+Dg) A€ [+

rw

+3D,00 63,8 |~ dok; D,k €. =1(1+Dg) ol e-,\J+

~1(14D,) 4,64, -6 [ Lk; D K 6 + 1DwC, 1) (40)
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wobei im einzelnen folgende Eeziehungen fiir die ¢,,..., aus-
gedriickt durch die Operatoren D, Dﬂ, W,y gelten:

0, => [ GAk Dk, | (41e)
V=A

o, => [Gipen]|” (41b)
VA

€u = Z La(-i)(‘]'f'Dy)v“jv’ (41(:)

6, = > (8[- Ak D+ 1pwf) (414)
R
o AT L 1V

e, =3 [(G[iD,w - 114D )], (41e)
V=L

6, =2 (6 =Mk -2(14D)0. ]} (41£)
N4 '

und
6o = 2 (El' A; Dk +1D,0=1 (14D, )4l ]| (41g)

i

<

7 iet somit prinzipiell bekannt, Im folgenden wollen wir
davon susgehen, daB S lediglich die durch Reibung erzeugte
Warme derstellt, Denn kann aber S gegeniiber den anderen Ter-
men vernachliesigt werden, de es eine gqguadratische Bildung

in w’ ist. T° ist daher von U’ linear abhidngig.
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4.% Berechnung der Korrelationen

Wir eind nun in der Lage, simtliche in der Gleichung (7)
auftretenden Korrelationen zu berechnen. Nach dem vgrange—
vivt bV
gangenen geniigt es, sie im Koordinatenursprung zu berecknen.

Es ist dann

A'(O,O)B‘(o,0)==!7 2 (k,w)B (ko) a°k d'k'dwdw’ , (42)

wie sus der Iestlegung der Fouriertransformation zu entneh-
men ist. Die Funktionen A° und B’ werden durch u’ dergestellt,
so daB lediglich die Korrelation u’ (k,0)d)(k,s) entsteht.
Diese Korreletion wollen wir durch den Spektraltensor

ﬁq (x,k;t,w) , der mit dem Korreletionstensor

Q; (x,&58,0) = wilx, t)uf(x+f, t+0) (43)

Uber
Qi (x,k;t,0) = (zm"“[j Q;j (X, §3t,0) explilkf-wella’pac  (44)
zusammenhingt, ausdriicken, Bei Anwendung der Beziehungen (14),

(43) und Entwicklung von Qﬁ nach x und t um x = ¢ und
t = C erhdlt man

e Mo s i 0 J 2 [ . ’ 3 ’ 5 ’ |
by | (k"'“)uj (ky ) = I('SZT::;::‘_“; :;Z‘i‘) L@% (x,k;t,w YO (k+k’ ) S (04w 2{
(45)

Xx:=0
€=

Unter I verstehen wir den COperator

) 2 a2 )° )
= _.__-E_,v’_ = 3 il —""‘“""2.,',*"’"
. expi%h o P f) T ﬁ Zlm§ﬂ dx w—* da W °

2
Ff“.,a‘

(46)

Die Gleichung (45) gilt nicht fiir beliebige §; . Sie gilt,
wenn bei der Anwendung des Cperators I zuf 6ﬁ nur endlich
viele Summanden von Null verschieden sind. Dee ist gleichbe-
deutend damit, daB die Entwicklung von Qq-nach X und t nach
einer endlichen Anzehl von Gliedern ebbricht, Wir vermerken
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die Beziehung

(X,k t,LJ) = Q (X,-k,t "'W) . (47)

Fiir I kenn sus der Exponentialdarstellung (46) suf einfache
Weise eine Reihe von Relationen dargectellt werden, beispiels-
weice JI*I = 1 . Ee sei bemerkt, daB I der in den Fourier-
reum iibertragene Verschiebungsoperator expﬁ;ﬁl+tﬁj ist,
der eine GroBe beziiglich des Ortes um §, und beziiglich der
Zeit um 7 verschiebt.

Auf diese Weise stehen unter den Integralen der Gleichung
(42) &~ Funktionen. Nechdem die Ableitungen nach ki, k7,w
und w° von den /- Funktionen abgewilzt wurden, kinnen bei-
spielsweise die Integrationen iiber k, &’ ausgefiihrt werden,
Dee hochgestellte Zeichen T bedeutet die Umwilzung der k,.
oder/und k7-,” - Differentiation. Es ist beispielsweise

[Blie, )iz Bk, o) = = Blhe,0)h Bk, 0) (48)

Im folgenden benutzen wir fir bezliglich der Differentie-
tion mach k;,w, k7, <  abgeschlossenen Ausdriicke geschweifte
Klemmern, um eine kompsktere Schreibweise zu bekommen. Es
bedeuten also

=0 . [&li=0 (492)
st [Rte,0) {8, = Blae,e) 3 A ) (49b)

usw,., Insbesondere gilt

rm

{ae,01f'g; ={r*a)q; - { "]

= A - A 2 - Jul
" P D! 2)hum %QJm‘ L %g DL' e (50a)
aber
{IA& Q‘l = {AI* Qll‘ = AQI" . (SOb)

Diese Beispiele mbgen die Vereinbarungen verdeutlichen.
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Wir wollen festlegen, deB bei I die Differentiation nach X;
und t stete auf @; wirkt und en der Stelle x;= 0, t =0
euszufilhren ist.

Wir geben jetzt eine Liste der benttigten Korrelationen en.

o mef[{Ral & Fx avepffrady das

2. ¢ ul/ix. =gfRi1]’ (-1k)7 a'k au =5 f R T(-1k)@} dTkaw,

3. Tu = TJJ{(H@)&&‘;I}*@’;J. a’k dw = Tuﬂ(we)é‘a,-l t‘?;.;. 'k do,

= To[ll(1+9>5€.-z.l* (-ik‘;),"@:"- A%k du=

E-—
—_l
=
=%
\
A~
ol
X
I

Talj(1+9)6é‘,‘1(-iké)'§,} i’k du,

o)

Tf,” ik&-(1+9)aﬁ;1 qr d'x dw,

5. 07 /0x, U "6*; a’k dw =

]

{11: (1+€)84, 1

N
L=

v =g nf0s0rdd frf7 @ atk ap
. Tig /it = g affjoreds 1 [-um e etk ao
8. 5@775¥§7 = “{( iw)(1+G)Ga I]lﬁ+7QQ' a'k v,

9. JT9/ox.q" = chj[{ik_,(ne)'@é‘; 1}"[3}*}6:{. ak do ,

10, T = mg]j{(ne)éé‘i1{*{(1+e)’éa‘-1j“ ¢ drap,

M. ¢ ¢ =gfmn,-1j*jﬁf*} 6,'-; dSk d i .

Im Rehmen der oben genannten Voraussetzungen liegen hier
die gllgemeinsten Darstellungen vor, wenn men den Koordinaten-

ursprung verliédft, Dazu breucht men nur bei den mittleren
GréBen T, g, Wi, Qq und den anderen Korrelationen fiir x

und t den gesamten Wertebereich zuzulassen.

Aus der Definition (8) und der speziellen Darstellung (10)
von P ktnnen wir bei Benutzung der auftretenden Korrelationen
und der Beziehung (36), wenn dort D; susgeschrieben wird,
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die Ausdriicke e, a;, &; ,..., b, b;,... explizit angeben.

b& 9
e =[] -0 {T*R{| (1))@ a %k dw+
+f-{1+<iki(¥‘”“+bg)++ R/ (y=1)n,u,, (1+4D,)") 6‘(1+e)*]f]{d—fé'a~ a’k du,

(518)
= I/c;n{I-{'R:fé\?‘ d gk di +

- Iﬁﬁ*<hjﬁ;ﬂuma(1+Dm)+- i({-1¥j%hkuh)(1+Dw)+) +
+ Gt (=1)k;g) (14D)1) §(1+9)ﬂf<}fé\? %k dw ,(51b)

8, = -}'éll"f{m(w-uw(1+n“) + 7 (p=1)=Fm=hu,, (14D +

~E2h;
.anévq J

+(ic‘L,a3 "1(,( Nk 5 ’} 7o) (14D )“‘\G(ne)jﬂ}q - a% dw,(51¢)

b= -ﬂ“—ﬂé{?(“i((ﬂ)ﬁ-,hkum(1+D..,)+) - (»'(—1)1:'-5-:(“1)3,)%\*

y(1+e)j] (|8 'k an ,(510)

bi{ = ﬂ{ +<R+ ( igL ‘ﬂm '\ li W0 (1+Dv¢ )+_ (?-1 );‘:E]:)‘:h\ukw (1+Dv1 )+) +

L

- _ _Lf___ +4 A 'l"' (\*" 3 X
i(b..,“?'; +(¢=1)k;545-) (14D;) >G(1+9)jJ{JQ1d a’k du, (51e)

mit

K= -1G-D{k + ikj+ (-1w+ v, ik, +G-1)div & R (52)

Demit heben wir die im Rehmen der oben genannten Voraussetzun-
gen allgemeinste Form des Ergebnisses gefunden.
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4.6 Darstellung von KX durch T

In diesem Abschnitt wollen wir eus einer gegebenen Darstellung
K(T) die daraus sbgeleiteten GroSen ¥, iv°, D, und X~ durch 7,
T, 7, bzw. D, und T ausdriicken, Dazu entwickeln wir 1©2(T) uwm
T in eine Teylorreihe nach Potenzen von T’

— " 2.]
R(T) = (1) = R(T) + 2 K[ .y 2 é,—“—f—T’H... . (53)
Al ol T 7-7 21 T2 X
Deraus erhilt men den Kittelwert
= = A R 2

=7
wobei natiirlich R(T) = rc(iﬁ gilt. Aus den beiden Glei-

chungen (53), (54) erhilt man fiir den schwankenden Anteil
R(T) = K(T) = 12(T) den Ausdruck

J AT - $312(T ,

R™(T) Al AT 3 AT?
e
+§-}%§§L‘ (17 - T7) +... . (55)

Bei der Losung der Gleichung (9) beschrinken wir uns auf
R(T) = R (T) . Das ist wegen unserer Niherung mdglich, wie
ein Blick auf Gleichung (54) erkennen 1ldB8t. In der fourier-
trensformierten Gleichung (3C) erscheint der Operastor D.,
der durch die QOperatorfunktion

Ky (14D;) = R(T,(14Dyg)) (56)

mit = 2(%) = ©(T?,) und T, = T(0,0) durch D. ausgedriickt
werden kann, Bei einer Darstellung der rechten Seite der
Gleichung (56) durch eine Taylorreihe um T, nach Potenzen
von T,D. erhiélt man die gesuchte Beziehung

D¢ = = ‘ﬁ%y(TDD(-) +24 %TL"‘-‘J (2,0, +.u. . (57)

In dem Ausdruck (55) fiir ¥° (T) beschrinken wir uns wiederum
gemi# unserer Niéherungen esuf das lineare Glied in T° euf der
rechten Seite. Dann ist die fouriertrensformierte von ¢’ (T)
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N, dR A [ del®), d3m) il 2 A,
R = F (T,(14D)T" = [dn 32 (T,D) + aggJ(T°DT) +.../T
und die Losung der Gleichung (39), die ebenfalls durch ein
Niherungsverfahren gewonnen wird,

A, 2r Ts :

T, = 57'- TE— Gk(h, D)k, Q- T,(1+D. )j T = (1+6€;) f}g. (59)

S Ys Cv

voo
tus den Gleichungen (57), (58) erkennt men, de8 T° bei einer
Derstellung R=2(T) ein nichtlinesres Funktionel von T ist.
Behalten wir die Daretellung (10) fir P bei, enthalten die
Koeffizienten s, &,, &, usw. T in Gestelt sdditiver Zusatz-
terme, die jedoch kleiner els die Terme ohkne T e£ind. Man
kann hier leicht den Ubergang zu dem Spezialfell 2 = conet,
vornehmen. Denn ist T5 = T%,, D, und demit such €, verschwin-

(58)

den und man erhilt eine wesentlich einfechere Gleichung fiir T.

Unter der Vorsussetzung, deB 1 (T) eine Stemmfunktion be-
ziiglich der Verédnderlichen T besitzt, kenn man die Rechnungen
vereinfachen, Wir bezeichnen diese, ilibrigens beliebige Stamm-
funktion von & (T) mit K(T). Denn kann men schon in der Glei-
chung (1) den ersten Term auf der rechten Seite in die Form

div(fegradT}= AK(T) (60)

bringen, Fir K und ngelten eanalog die Formeln (54), (55),
wobei wir uns bei K suf den ersten oder die beiden ersten
Terme, je nech Anwendung, und bei K’ euf den ersten Term
beschridnken, Es ist aleo

K = k(D) + 7 28007 (61)
und ’
K (T) = R(T) 17 . (62)

Unter Beriicksichtigung von (60), (61) lautet die Gleichung
fiir die mittlere Temperestur

§(§z;ugradT) = ; AK(T) = (3-1)3T diva + S/c,+ Hf (63)

mit

H¢ = dﬂmqj‘ ¢'ugradT - (y-1)¢ dive’. T - fu’gradl +
26 dL

- (¢-1)gTdiva’- f’ﬁg’- (¢-1)divag’ T°- u-gredTd .(64)
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Dabei unterecheiden sich H und P lediglich durch den jeweile
ersten Term, der bei E nichtlinear in T° ist. Dennoch wihlen
wir fiir 0 einen Ansatz, der formal der Darstellung (10) fiir
P gleicht. Fiir T erhilt men enalog (9) die Gleichung

arl — — -
g(fg + @ grad T7) = Ei A@(T)T) - (¢=1)gdiva T + S /¢, +

L4

- < -¢'u gradT -‘?u'gradf-(f~1)?i'divu’- (r_1)g§divﬁ_

(65)

Rl
\

Thre Fouriertransformierte ist

oy 2 2, v 2 =2, . [ Al -~

(‘}ok"‘ i"J) T"= - Ak DRE'" inWT- (1+Dg)'v.,1T+ aTc 4 (66)
und die ILosung leautet

A )
™ = (146, )T . (67)

€, unterscheidet sich von & dadurch, de Ak;D.k; in € durch
Jok?’Dy in 6, ersetzt ist. Der wesentliche Vorteil der Lisung
(67) gegenilber der Losung (38) ist, deB in (67) EL gegen-—
iber T, in (38) steht,
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en der turbulenzbedingten Koeffizienten

Unser Ergebnis (51) iest zwar ziemlich allgemein, jedoch fiir
Anwendungen wenig brauchbar, AuBSerdem lassen sich in dieser
Form keum Aussagen iiber die Koeffizienten a, &, 6, a,, usw, ab-
leiten. Betrachten wir zunichst den Fsll, daB alle als StSrun-
gen behandelten Einfliisse verschwinden, Dazu miissen wir j= const.,
W= congt., G = O setzen und homogene und stationire Turbulenz
vorgeben, Fiir den Korrelations- und den Spektraltensor, die
nun beide nicht von x und t abhingen, gelten die Bezjiehungen

Q‘J' (F!‘:)' = QJ’ (“'F""'C) bzw, 6;1 (k,w) = ad; (~k,-w) = é\: (kyu).
(69a,b)
Fiir die Spektraldichte ﬁ(x,k;t,u) der Autokorrelationsfunktion
der Dichteschwankungen

R(x, §3t,c) = ¢ (x,t)5" (x+p, t+70) (70)
gilt in diesem einfachen Fall
R(k,w) = R*(k,v) = R(-k,-w) (1)
und es besteht mit 6% der Zusammenhang
wR(,w) = 7k 4 (K,0) . (72)

Fiir die Koeffizienten &, &, usw, erhélt men die Ausdriicke

o = (-1 2let Rks) gig g0, (T38)
IX K% wt §7

ki A 13 NI (Ay. Al % g3 |

a, =IJ —t Qin d'k dw+ (}"‘1%1]_6;;4 k:-¢w k; ]A?’V"{lﬂ“ ].- d'k dov +
,% )
+ (5-1)[/'+kﬂlﬁ)tk /()\ K4 ) c’\ 'k da., (73b)
9 = f[6 +0* 1AL adk daw + 2( -1)! ie!‘fiﬂf-[k (&, k:=d:k; )+

am = Z J(Q“.\ +QV,V| ]}\2t;q+bu. o+ ‘ u_’l’:q* LU,:J-, n oy Yy ]

-] =t ) P B0k 4
+k) (Sl - S )[R Lk du + (p=1)d *----‘-V-,\;,‘2 Rda’k du +

Rda'k d v , (73¢)

r.
]

ki3

3
- 4G -1 VKK K, ol
4(y T oo §

l‘a
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Wt R M-w'w’“z -
= Q”"”W}@kwwé':’" ko + (“1)// Rk e LD

' A
[ L Ei Skdu -1/”"““ ik c,; 3
7 A . l.-J‘ (__} T
=1 = | o3 e
* (\i ) \{/A((vn,\- [:U/( "]WJ) £ NG (73 )

(Bei a, iet der symmetrische Anteil a /S angegeben, de nur
dieser interrsiort) Dieses Ergebnis ist schon friiher erhal-
ten worden (Eschrich 1978).
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5.1 Der Koeffizient &

Bemerkencswert ist der Koeffizient s, der nichtnegativ ist,
da fiir die Spektraldichte R 2 0 gilt und die anderen Faktoren
im Integrenden (73a) positiv sind. Def aT nichtnegativ ist,
ist verstdndlich, denn dieser Term beschreibt die Dissipetion
mechanischer (turbulenter) Energie, die verursacht ist durch
den Temperaturausgleich benachbarter Turbulenzelemente unter-
schiedlicher Dichte. Fiir inkompressible Materie verschwindet
g, da R=0 und R =0 sind. 2 hingt wie alle enderen Ko-

effizienten von der Temperaturleitfihigkeit A ab. Fiir kleine
J\ ist

8 = E';E'(y-‘l)l,‘\[,/k"ﬁ(k,m).dik dw , At 1P« i)

d.h,, a verschwindet linear mit A, denn das Integrel ist eine
endliche GroBe., Fiir groBe i ist

8= o(y=-1) Lf &£ Rk,w) d'k dw, At./12%1 . (74b)
¥ A) oW

a verschwindet also mit 1/)\ , wenn dae Integrel endlich bleibt,

was der Fall fiir realistische Spektrelfunktionen R ist.”

Nehmen wir beispielsweice

R(f,0) = yexp(- ¢7/21° - c/2%) Nk

so ist die zugehbrige Spektraldichte

R(k,w) = f%%»Eﬁ exp(-ki17/2 - o't./2) (75b)
i

und man erhilt fiir beide Grenzfille

*JFuBnote: Fiir die Korrelationsfunktion R =;‘exp(- ¥7/21% -|cl/t.)
und der zugehdrigen Spektralfunktion R = 25712ii't, 1.3(21) 7.
exp(~k*1,4/2) (1+w'tS)” " konvergiert das Integresl in (74b) nicht.
Men erhilt als Grenzfall a = (y-1)°%]/t, fir At,/1:»1 , d.h.
& verschwindet nicht fiir groBSe Temperaturleitfihigkeit, sondern
hat einen endlichen Grenzwert. ( Im anderen Grenzfall erhilt
men e = 3(g-1)%£3k/1; ).
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a = 3(Y“1)1§; AFEE Lo R SErEY (76a)
X
und
s s aall hanz , as,alnt (76Db)
72

Der Maximalwert von a beziiglich A liegt bei At, /12 = 0,5 und
ist — — -

o, = 0,15(2-1)2§/taz0,3(3*-1)2?;;/\/151O,OS(V”)!;E-Z'-Q'% o (T7)
(numerischer Wert), Fiir andere realistische Korreletions- und
Spektralfunktionen R bzw. R erhiélt man einen ihnlichen Funk-
tionsverlauf. Nur die Lage und die HShe des Maximums von a
sind verschieden.

Um une diese Abhingigkeit zu verdeutlichen, betrachten wir
zweil benachbarte Turbulenzelemente, wobei wir hier vom EinfluB
der Umgebung ohne Anderung des Sachverhaltes absehen kinnen.
Zu Beginn sollen in beiden Turbulenzelementen keine Abweichun-
gen der Dichte, des Druckes und der Temperatur von ihren Mittel-
werten vorhanden sein. Nach einer gewissen Zeit, etwa t./2,
entsteht eine Dichteschwankung. Im Fslle At,/1°-0C entsteht
zwar ein Temperaturunterschied zwischen beiden Turbulenzele-
menten, aber es flieBt kein Wirmestrom, es iet also dq = O,
d.h. ein adiabetischer Proze3. Im Verlsufe der Zeit t./2
verschwindet die Dichteschwenkung wieder, Es ist wiederum
dg = 0, also ein adiabetischer ProzeB8 und deshalb nimmt die
Temperatur ihren Ausgangswert ean, Im Mittel hat sich nichts
geindert. Es wurde, von Reibung esbgesehen, keine Turbulenz-
energie dissipiert, es ist also a = O . Nimmt At;/1.° end-
liche Werte an, flieB8t suf Grund des entstandenen Temperatur-
unterschiedes zwischen den beiden Turbulenzelementen ein Wir-
mestrom, In den Turbulenzelementen ist dq # O . Ist die Dichte-
schwankung nach (insgesamt) der Zeit t. wieder verschwunden,
het die innere Energie der Turbulenzelemente zugenommen, d.h,.
die Temperatur ist gestiegen., Es wurde mechenische Energie
diesipiert und wir erhalten a> C . Im Falle At,/1°—«&
entsteht bei zunehmenden Dichteunterschied der benachbarten
Turbulenzelemente kein Temperaturunterschied, es flieBt also
kein Wirmestrom und es liegt wie im anderen Grenzfall ein
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adiabatischer ProzeB vor, der auf a = O fiihrt,

Wir wollem die beiden diesipativen Effekte "Wirmeausgleich"
und "Reibung" vergleichen, Fiir den ersten, der durech sc, el
beschrieben wird, legen wir die Ergebnisse, die wir fiir dem
Spektraltensor (75b) erhalten heben, némlich (76a), (76b) und
(77) zugrunde., Der Reibungsterm ist

5 = 7gv(£L +5‘—“=»)(-’-1+ ) 4 g (- () (78)
wo v die kimematische Viskositdt und ¢{ die Volumenviskositdt
dercstellen, Mit Riicksicht derauf, deS die Turbulenz ale homogen
angenommen, u = 0 ist und Glieder dritter Ordnung in den
schwenkenden GriBen vernachliissigt werden, folgt daraus

S = ¢ (Vrot'u® + (% v+)diviu’) . (79)

(w verschwindet), Fiir unsere Abschidtzung nehmen wir fiir die
Geschwindigkeit u’ ein Potentialfeld, d.h. rotu” = O , und
setzen A= v =t , ¢7¢° = tfdiv’a’ (hier kdnnte men Anstelle
t; die stets griBere Korrelationszeit t  einstezen) und erinnern
en die fiir die Schallgeschwindigkeit c; gililtigs Beziehung

e =y (y=1)e, T . (80)

Fiihren wir noch die charskteristische Zeit des Temperatur-
ausgleiche t,. ein, die fiir eine gegebene Liénge 1 durch )\ =
= 1./ts definiert wird, so erhilt man fiir V = ¢c,aT/S
groBenordnungsmifig die Beziehungen

- 2
V= 0,3»-‘30—*2- « 0,1 e2 tY/1¢ Ffiir At, /17 = t, /ti<<1,(81a)
V= 1,5-10%¢2 tY/1° fiir A4, /1% = t./t, =1 , (81Db)
V = 0,1 ¢4 t7/1.°«0,1- ¢t /17 flir At /1i=t,/t.,» 1.(81¢c)

Deraus kann folgendes erkannt werden: Ist die Lebenszeif des
Bereiches eines Turbulenzelementes, welcher im Temperaturgleich-
gewicht steht, groB gegeniiber der Zeit, die eine Schallwelle
braucht um den gleichen Bereich zu durchdringen, demn ist V
groB, d.h, die Dissipation infolge Wirmeausgleich ist dann
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groB gegeniiber der Dissipation durch Reibung. Die Umkehrunmg
iet ebenfalls richtig.

DaB unter bestimmten Vorausstzungen die Dissipation mecha-
nischer Energie infolge Wirmeausgleich die Dissipation infolge
Reibung wesentlich iibersteigen ksnn, wird hiufig iibersehen,
Bei welchen Problemenrn das zutrifft, bedarf eingehenderen
Untersuchungen, Das kann jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit
sein,
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5.2 Der Koeffizient &

Als nichstes wollen wir une den Koeffizienten a, niher an-
sehen, Wie bereits erwihnt, wird durch ihn eine Anderung der
mittleren Warmeleitfihigkeit asusgedriickt, wie aus der Glei-
chung (11) zu erkemnen ist. Auf Grund des Ansetzees (10) fiir
P ist allerdings die Zuordnung von a,, zur Temperaturleitfihig-
keit besser angebracht.

Bin Blick auf den Ausdruck (73c) zeigt, daB fiir inkompré%ible
Vaterie, fiir die divw = divé = dive'= 0, k;fi;= k;0;= k;87= 0,

k} 6‘3’ = 0 und k:,é"f’f, (kyw) = k; Ixéq (k,w) = k;‘é\;&' (kyw) = 0
gilt, men das einfache Ergebnis
@ - allrs .6 Pt
a; = 2”[(1“ +Q“] llf( 4'&12 d'k dw (82a)

erhdlt ( in (73c) miissen alle Glieder, die (y-1) als Faktor
heben, verschwinden, denn fiir inkompressible MNaterie gilt

y= cp/cv = 1). In etwas anderer Form wurde dies von Krause
(Kreuse 1972) schon friiher erhalten. a}% iet positiv definit,
d.h. die durch Turbulenz hervorgerufene effektive mittlere
Tempersturleitfihigkeit Aﬁp: a23+¢6g, ist in 1nko£%essibler
Meterie stets griBer als die molekulere Temperaturleitfihigkeit,
Wie verlduft nun &} = o8/(A) ? Dazu betrachten wir die bei-
den Grenzfélle A—0 und A->¢ . Damit wir ein konvergentes In-
tegral erhzlten, setzen wir o=Aw und erhslten

2 Q) = ;-‘,;ma.‘.. (e, aw)+§,, (K, Aw) R—-,;{‘f-:—/—, a¥k aw , (82b)

efl(0) = g ,[6.(.. (k,0)+Q,, (k,0) a¥k (832)
und

lim & = 0 .

Him e (83b)

Im allgemeinen ist 6;.(k,0) # C und damit asuch aﬂa(O) $# 0 .
Fiir verschwindendes A bewirkt die Turbulenz slso eine mitt-
lere effektive Temperaturleitfihigkeit, Die kleinskaligen
Wirbel "zerknittern" das mittlere Temperaturfeld und bewirken
eine Diffusion desselben. Dies hat schon Prandi (Prandil 1956)
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beschrieben und Faustformeln dafiir abgeleitet., Fiir A—»y®@ 1ist
die Wirkung der turbulenten Konvektion vernachléssigbar und
damit ay.—> 0 verstdndlich,

Ein Blick auf den Integranden bei (82a) 1ld8t vermuten, daB
fiir Spektralfunktionen mit bestimmten Eigenschaften des Mexi-
mum von a.tf.’ (A) nicht bei A= 0 1liegt. Dazu ist notwendig,
deB §Qu, beziiglich w bei © 4 O ein geniigend groBes Maximum
besitzt, Wihlen wir beispielsweise eine Spektralfunktion fiir
homogene und isotrope Turbulenz (inkompressible Materie)

& (kw) = v (G - k;—}u ) Re) D (w) (84)

und des spezielle Frequanzspektrum

- s \‘-o/ll " (240024 /2 ]

L2(w) = Tz‘i‘« 15 (85a)
das zu der Zeitfunktion
i 2
L =ce vk COB W T (85b)

gehért ( t, kdnnen wir als Korrelationszeit und ZW/w, als
charakteristische Lebensdauer der Turbulenzelemente bezeich-
nen). a¥ hat wegen (84) die Form &%) = v23g, f(A) . Die w -
-Integration fiihrt mit (85s) auf Voigtfunktionen; die an-
schlieBende k-Integration bringt keinen Vorzeichenwechsel.
Damit erhdlt man

ﬂ‘l <0 flir wyit2<2 , 11:,,>142 (86a)

Jl.\,—a

5'{ >0 fir wttd»2 4¢<'§'we‘. (86Db)
A=

(numerisches Ergebnis)., Wiahlen wir eine Spektralfunktion mit
dem Frequenzspektrum (85e), fiir es liegen die Naxima bei
w4+ 0, wenn WA2At.2x2 ist, so nimmt a,‘?(k) seinen groSten
Wert bei A+ O an, wenn u2td>2 gilt,”

Wehlen wir noch

1.3 SR
(@m¥2 ’

A
K(k) =

k(%) = o~ F24 (872,b)

n) Fufaeter it 0= Qplhed), o il JAVA[, = 2885 /o) - Puduo,
woraus (erdd berramt oo i, s das Mavmum v AT "ekqfw‘- A el

A0 (05 woma AAVIA), < ow;n sder ber A0 (di. o dATHN >0 W) Gy,
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so erhdlt men ‘
% y 7|1 "(, { ¢ - k’J?{,;)/ig

, QIJ"“ j v b =€

e (0) = Tan vt tee™ R (88)

L>00 O 0)= 1TV o) -
"'G(h’;}

~ * P
Flir t.—® ist (= -id-‘“**-’b""d“‘"“*ﬂ 2= cosut und j(0)
ein Ergebnis, das wir fiir diesen - irreslen - Grenzfall (mono-—fwma,“;
chromatische zeitlich periodische Wirbel)’/sofort von Gleichung Wi

(832) hitten ablesen ktnnen. Es gilt jedoch ag,' $ O fiir A $ O,
(i andlich).

Wir wenden uns nun einem etwees komplizierteren Fall zu,
nimlich fiir al? bei kompreesibler Materie. Zusitzlich zur
Homogenitdt der Turbulenz so0ll wieder Isotropie vorasusgesetzt
werden. Der Spektraltensor ist dann

Bun = 72 R(Gia - b VR lalta (89)
2= i(k,\o) steht fiir die Korrelation dee Wirbelfeldes (diver-
genzfrei), vergl. Gleichung (84), und F = ﬁ(k,v) fiir die
Korrelation des Potentialfeldes (wirbelfrei). So steht von
den beiden Funktionen 2 und f‘ auch nur ® mit ﬁ in Zusammen-
heng:

)

WR =Pk Qg =g RVE (90)

2 und ? sind reelle Funktionen von k =|kl und & und wegen
(69b) symmetriech in W, Nan erhilt

a.ﬁi’ = Suad’ = }?&,/‘A@iu(zhﬁ) - 2-‘1(t-1)‘l K8 x

(W)IZ‘J\TT.. +i4 If:-)_ui” dldo (91)

Hier kenn keine Aussage iiber die Definitheit von a.‘_‘,} und AT
gemacht werden. Die Funktion £ liefert einen positiven Bei-
trag zu A'. Der kleinste Wert fiir AT kann also fiir 4 = 0

(d.h. Potentialfeld) und T = Ffjk—.;d (k-kq )[6 aa-w,)+é“‘(u+wo)]-r
d.h. F = cosu).ceink.?/k.f , erhalten werden, Er liegt bei )
Akd/v, = 0,12 und ist Ale= - 0,6V = - 0,07v YAk? fiir

¥ = 5/3 . Dies bedeutet, daB bestimmte Formen der Turbulenz
die molekulare Temperaturleitfihigkeit im Mittel verringern
kann, Kann sie such aufgehoben oder kann die effektive mitt-

B P SRR —

*) Fyfmole: D, 1o aus (90) geichlosson e din Us, Eifl,0)=0 o, AT s boi
'vwwog@ver imboge! Ticbuload for add(0) .lm .'a Aom w {2 komprerkidsy
e e I\Lommﬂfr'/u M odtive,
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. . T
lere Temperatur sogar negativ werden? Wir vergleichen A'mit X

A% = - 5.v2 td/13 (92)
und miissen feststellen, daB wegen v2-t&/18<<1 auch MVAl<c 1
gilt. Fiir realistische Spektralfunktionen ist JA"/A| noch klei-
ner, als in (91) angegeben, unter Umstinden jedoch nahezu gleich,
Men kann aleo nur hoffen, daf (92) auch gilt, wenn die Bedingung
v? Y181 schlecht erfiillt ist. Dae wiirde bedeuten, daB
durch die Wirkung der Turbulenz die molekulare Temperaturleit-
fdhigkeit im Mittel nahezu asufgehoben werden kann,

Eine plausible Erklérung fiir dieses der oberflichlichen An-
schauung widersprechende Ergebnie ist nicht ganz einfach und
konnte vom Verfasser dieser Arbeit noch nicht gegeben werden,
Eventuell miiBte durch ein Experiment die Rechnung bestitigt
werden., Dies mii8te durch einen verhiltniemi#Big einfachen
Versuch gelingen. Beispielsweise durch die Temperaturmessung
in einem Zylinder, dessen Gasinhalt durch zwei wiérmedurchlissige
bewegliche Kolben in vorgegebener Weise verdichtet oder/und
verdiinnt werden kenn,

loglicherweice tridgt dieses Ergebnis gemeinsem mit der Dissi-
pation turbulenter Energie infolge Wirmeleitung dazu bei, ein
Kerdinalproblem der Sonnenphysik, nimlich die hohe Temperatur
der Korona zu erkléren., Dafiir sind jedoch umfassendere Unter-
suchungen notwendig, die den Rahmen dieser Arbeit gprengen
wirden, Dissipative Effekte in der Sonnenkorona werden von
mehreren Arbeitsgruppen untersucht, beispiesweise am "Radio-
astronomischen Institut der Universitdit Bonn" und am "Nex--
Plenck - Institut filir Radioastronomie Bonn" (Butz, Firth,

First, 1977).
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5.3 Der Koeffizient b

Der Koeffizient bh ist wenig bedeutend. Verden die beiden
Integrale in (73d) zusammengefaBt, kenn man leicht erkennen,
daB b 2 0 ist, wobei das Gleichzeichen u.a. bei inkompressi-
bler Materie gilt. Flir die Grenzwerte von \ erhilt men

]
b(0) = &5 (y-1)(2-p) , b(w)=0 . (93a,b)
34
Bei Spektralfunktionen ﬁ(k,w) mit bestimmten Eigenschaften

besitzt b(L) das Meximum an der Stelle A # O . Den groBten
Wert von b(A) kenn man erreichen, wenn

R = g2k g ek 6(0- w)4dlos ) (94)

gewdhlt wird, Es ist dann

b = K—(?-‘!) mﬂ [(llk"+(2-f)»vof (95)
und
s . 418/96 , fiir p=5/3
_ %(Y"”‘)j»ii‘} (968)
. (g &i-ot) 22/9 , fir ¢= 4/3
bei
0, fir y= 4/3
Ak, %0,2 = p (39-4) =
5/3 , fir p= 5/3 . (96b)

Da nach Voreussetzung g'?§23‘1 ivn, #TIt Bl .
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5.4 Der Koeffizient a,

Der Koeffizient a verschwindet fiir isotrope Turbulenz.
In der Nstur gibt es mehrere Ursachen der Abweichung von der
Isotropie., So ist eine inhomogene Turbulenz auch anisotrop,
wobei die Richtung der Anisotropie durch den Gradienten der
Turbulenzintensitdt gegeben ist. Wir wollen eine schwach in-
homogene Turbulenz vorsussetzen, die die Bedingung

[grad ‘w}’"-lt« v'° (97)

erfillt und bei der es geniigt, die Ortsabhingigkeit des
Korrelations- und Spektraltensors durch v2 und W, = 9§7T/9x4,
in linearer Abhingigkeit, darzustellen., Hierzu hat Ridler
(Rédler 1973) einige Bedingungen angegeben. Wir erhalten

fiir den Spektraltensor, wenn (47) und die Relation

E&i(X,k;t,w) = I~6:-(x,k;t,u) , (98)

die aus der Definition des Korrelationstensors folgt, beriick-
sichtigt werden

“~ . _ gt b by Corw o A A, R . bty Al
Q; (xkst,0) = VAW - ) # (W, & )|(Deg- A8y - o) -if
- iw‘vk{ﬁ/kz +
+ VREE 4 (h ) [ BB (R | 4 g B o
A ey AN A
+ Wk [K 1K, |+ Wik (K +3K,] . (99)

A

Die Funktionen %, D, ¥, #, £ una X, héngen von k = k| und
w ab. ' bedeutet die Ableitung nach k., A (eymmetrisch in w)
und D (antisymmetrisch in &) beschreiben die Korrelationen
des Wirbelfeldes, F (symmetrisch in ¢ ) und H (antisymmetrisch
in W) beschreiben die Korrelationen des Potentialfeldes und
ﬁA (antisymmetrisch in ), ﬁ1 (symmetrisch in« ) beschreiben
die Korrelationen des Wirbelfeldee mit dem Potentialfeld.

De der Ausdruck (73b), der iibrigens fiir inkompressible Na-
terie a, = O ergibt, nur fiir homogene Turbulenz gilt, ist

_'ri}
§
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er fiir den Spektraltensor (99) nicht anwendbar., Deshalb miissen

wir euf (51b) zuriickgreifen. Nach einer etwas lidngeren Rech-
nung erhdlt man

an = fs‘-w,‘”—g[ﬁwﬁ,j a*k aw - 3 wh[[{é‘(2£+f')-(y-1)‘-(éf/k)'/k-?k" -

- @-12G" /K 4Fk? + (3-1)-8'/k Fi? 4

+ (g-T)afo-4ﬁ,]{d3k aw . (1008e)

Bei a, a'“ und b erhalten wir keine Knderung. Mit den Spek-
tralfunktionen X und # lauten diese Koeffizienten

2 a3
a = (f—‘l) v ---.{—-— Fdkdw , (100Db)
[A]

8, = ’-’v&..,[ d2hsd) - ﬂ(g-n"[a’é'/mzkl(ﬁ'/k)'/k]iv"k’]d:‘k do

(100¢)
(¥-1) v[( *q:ﬂ;’?}rkzdik dw + (- 1)v//qu d'k aw.(100d)

Da § = const. vorausgesetzt wurde, erhilt man fiir u,,
giehe Gleichung (12),

T = aauq - a‘th*&n@/ﬁ& 3!7
IR TR

4 "nw-g(ﬁﬂﬁﬂﬂgk dw + (Wg—1.)ﬂﬂ§(v-1.)-1)@'/k-ﬁk’-
-8(38-4R,) a'k aw -

+VI[ E(Zﬁ*'ﬁ)' g(a} 1)2[36'/}‘ + 2k"(é'/k) [k~ ?a’k dav + I

Piv
14+ (¢=17 vﬂu"‘-“-k‘--Fk?dfk 1o+ -nTfsl alc aw

o[ A2kt Lok 3
[(? 1)1’(12” w? P2 alk dw + (- 1)ﬂm a’k de. (101)

Fir H = R.= Ko= 0 4t u' antiparallel zu W.. Es ist zu er-
warten, daf dieses Ergebnis filir nshezu alle suftretenden Formen
der Turbulenz gilt, Eine besondere Eigenschaft von u,' gegeniiber

u, ist die, daB u, keiner Kontinuitdtsgleichung geniigen mus,
Fiir reine Wirbelfelder verschwindet u_.
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5.5 Der Koeffizient b,

Der Term mit b, in der Gleichung fiir T ist auf Grund unserer
Voraussetzungen klein gegeniiber den anderen Termen. Da er
aber interessante Wirkungen der Turbulenz suf T beschreibt,
g0ll er wenigstens kurz besprochen werden, Wghlen wir den
Spektraltensor (99) fiir schwach inhomogene Turbulenz, so er-
hélt man

ba = 3 W, mé‘g’[ﬁ- L 44, -21R 1 (e 8 P-4k K118 [254F] +

!
3
8 /k-E -1 Br2(p 1)1 K, - (¢ -1 ) 5P -1R(49-3)] +

+@-18 /K- Br2(p-1) K K, - (0= 1) LT +1F(5-4¢)] +

—i(-1 (E /) ke —i(e-1) (8 /10 ke R ] aTie aw
(101a)
Dieser Ausdruck igt ngch recht uniibersichtlich. Fiir ein rei-
nes Wirbelfeld ( H= F = ﬁn= ﬁzz 0 ) bekommt man den einfachen

Ausdruck

2_732
l/mwfu%p iekan , (101D)

wobei der Wert des Integrales sowohl positiv als auch negativ
gein kenn, Wihlen wir ﬁ(k,w) = (k) Q(w) , 80 kinnen wir
hier einige Ergebnisse des Abschnittes 5.2 verwenden, Wir
nehmen fﬁr.fiwieder die Punktion (85a) und stellen fest,

da8 fiir w.%t3>2 der Koeffizient b, parallel, sber fiir

. td<2 eantiperallel zu W, ist,
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6. Anwendungen in der Astrophysik

Nachdem, wasg hier unter Turbulenz verstanden wird, existiert
sie in nahezu allen Objekten der Astrophysik. In Sternen und
Sternatmosphiren, in Galaxien und interplanetaren Nebeln und
letzlich in und auf Planeten, Die hier abgeleiteten Ergebniscse
kdnnen dann angewandt werden, sobald geniigend Beobachtungs-
material vorhenden und die angegebenen Voraussetzungen erfiillt
sind. G. Riidiger hat mich in diesem Zusammenhang auf das Ko-
ronaproblem der Sonne und das Problem der Temperaturdifferenz
zwischen den Polen und dem Aquator der Sonne sufmerksam ge-
macht. Zu beiden mtchte ich einige Abschdtzungen bringen.
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€.1 Das Koronaproblem der Sonne

Das Problem der Sonnenkorona besteht darin, deren hohe
Temperatur zu erkldren. In den mir bekannten Vertffentli-
chungen liegen entweder Differenzen zwischen berechneten
und beobachteten Werten oder es liegen passend gemachte
"phinomenoleogische Funktionen" vor. Zum ersten Fall sei
Unséld (Unstld, 1960) zitiert. Er betrachtet ein leicht
iiberscheuberes Wirmeleitungsproblem. Im Temperaturmeximum
der Korona wird die aus der Chromosphire eintretende tur-
bulente mechanische Energie dissipiert, also in Wirme um-
gewandelt. Durch Wirmeleitung flieBt ein Teil dieser Energie
in den #duBeren Bereich der Korona, etwa 3%, und wird schlieB-
lich durch den Sonnenwind weggefegt. Der andere Teil, 97%,
flieBt in die Chromosphire zurick. Die Abstrahlung ist sehr
gering, so dafli sie vernachlédssigt wird. Fiir die Wirmeleit-
fihigkeit wird die sus der Plasmaphysik bekannte Beziehung
K= 0,8-10"5T54 (erg/em?’s) verwendet. Die Wirkung der
Turbulenz wird hier nicht beachtet. Um den Maximalwert der
Temperatur von 2:10%K zu erhalten, wird ein mechanischer
Energiestrom von F/4wr® = 2.106 (erg/ecm?s) bendtigt.
Aus den Beobachtungen werden aber nur F/47r?~10’ (erg/em’e)
abgeleitet. Ein um 95% verminderter Wert der Wirmeleitfihig-
keit wiirde den richtigen des Energiestromes liefern. Das
trifft auch fiir die Temperaturleitfihigkeit zu. Es miiBte
also M0 = (AT4N) /A= 1/20 oder AVA = =19/20 bei At./1220,02
gsein, wenn man davon ausgeht, daB das turbulente Geschwin-
digkeitsfeld ein Potentialfeld ist, Wir miissen demzufolge
fregen, ob At,/1,~0,02 realisiert ist. In der Korona
ist bei T = 10°K und g¢= 10, ¢, = R/@-1)= 2.10" (y=1+2/3)
(cge) A=w/fge, = 5-10"em?/s. Mit to = 300 s und
1, = 4-10¢ em erhilt men At./1°x 1. Am FuB der Korona, in
der Chromosphire, ist bei T = 6-10°K , ¢= 107, ¢ = %-10A4
(¢=1+42/3), A = 5-10ten?/s . Mit denselben Werten Ffiir t,
und 1, erhdlt men At,/1~10°¢. In einer zwischen diesen beiden
Grenzen liegenden Hohe ist der gesuchte Wert sicherlich rea-
lisiert, Damit wird der Wirmestrom geniigend gedroseelt, so
daB er den "beobachteten™ mechanischen Energiestrom die
Weeage hidlt,

Fiir die Dissipation der mechanischen Energie wird in der
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gleichen Arbeit die fiir StoBwellen giiltige Beziehung E, =
gv'3/Ho verwendet., Nit den Werten ¢= 107, v'= 2.10¢, H,= 107
(cgs), ist Ey = g8-10-¢ (erg/cm4s). Wir erhalten ?c,af = 4-10'6
(erg/em*s) fiir t.= 300 s¢¢ und Ez?§2= 102, wobeix wegen At, /1 x4
die Gleichung (77) verwendet wurde. Dieser Wert ist giinstiger
ele der Wert, den Unsdld verwendet. Fiir die Dissipation
durch Reibung erhalten wir mit den bereits verwendeten
Zahlen (bei T=10%K) § = 2,5.107Y (erg/cm®s), also V = §c.al/s =
1,610 . Es scheint, als ob mit dem Ergebnis der vorliegenden
Arbeit die Diskrepanz des Unsdldschen Koronamodells besei-
tigt werden kann,

Flir eine Reihe komplizierterere Modelle eei das von Chi-
uderi et, al. (Chiuderi, Riani, 1973) erwidhnt. Im Gegensatz
zu dem besprochenen Nodell von Unstld wird hier der Sonnen-
wind in den Rechnungen beriicksichtigt. Als Ausgangsgleichungen
werden die Impulsgleichungen (Navier-Stokes-Gleichung), die
Kontinuitdtsgleichung, die Zustandsgleichung des idealen
Gases und die phinomenologische Gleichung

w1 (102)
L) o

benutzt. N ist die Elektronenzahldichte, T,= 6-10%k (Chromos-
phéirentemperatur), h die Hohe und 4= 6,2‘5-1041 (cgs). So gut
die numerischen Ergebnisse von Chiuderi sind, so wenig ist
die Gleichung (102) verstanden. Diese Gleichung muf eine
Beziehung zu einer Energiegleichung, genauer zur Wirmelei-
tungegleichung, haben. Ein Zusammenhang mit unserer Gleichung
fiir die mittlere Temperatur konnte jedoch noch nicht gefunden
werden,
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2. Grundlagen
Wir gehen von der Wirmeleitungsgleichung in der allgemeinen

Form

o7 : L ~ ~ :
},’E.-(:—f-:‘*f’ MQF‘\AJ T)-:uhv'(;"ﬁimd i} ~-Lodvud 75 (1)

aus und ergidnzen diese durch die fiir ein ideales Gas gelten-
denZustaendsgleichung

p=gT R /4 (2a)
und die Beziehungen
L=T(f#)=p,  Rp=6-G v=G/. ettt

Wie iiblich sind die mit T,g,p und w die Tempersztur, die Dichte,
der Druck und die Geschwindigkeit des Gaseg gemeint, Weiter-
hin bedeuten ¥ die Wdrmeleitfihigkeit, L die Kompressions-
wirme, cp und c, die spezifischen Wdrmen bei konstantem Druck
und bei konstantem Volumen, ' das Verhiltnis derselben, R die
universelle Gaskonstante und . die Molmasse, SchlieBlich sollen
mit & alle Formen der Wirmeerzeugung, die nicht durch Kom=-
pression bedingt sind, erfeft werden.

Wir wollen une die Moglichkeit offenlessen, die Temperatur-
abhéingigkeit von X 2zu berﬁcksﬁchtigen.*)Vorerst nehmen wir

aber einfach
R=1R(x,t) . (3)

Damit wird es moglich, von (1),(2) zu einer Wdarmeleitungs-

gleichung in der speziellen Form
S%%CfU?mdﬂkﬁiﬁv“%@JU-»gﬂ-d&bu*?f&ﬁMJ

iiberzugehen, die wir den weiteren Betrachtungen zugrunde le-

gen, Die GroBeny, c., die die Eigenschaften des Gases be-

v?
schreiben, und u, ¢y elso die GroBen aus der “ydrodynamik,

¥)
FuBnote: Aus der stat. Fhyesik ist bekannt, del fir ein Gas

K= cfﬁm T%4¢ , mit der Nolekiilmesse m und dem Wirkungsquer-
gchnitt @ der Gasmolekiile, icst,
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6.2 Die Pol-Aquator-Temperaturdifferenz der Sonnenoberfliche

Die Konvektionszone der Sonne befindet sich in turbulenter
Bewegung. Die charakteristischen Werte der Turbulenz sind
1, = 100 km, v = 1,7 km/s, t, = 1 min, T = 10?K (T =
680C K) wund daraus folgend ¢°/§ = T /T(p-1) = 0,22 (y¢=
14+2/3) , Vv't,/1.= (vergl. Unsdld, 1955, S. 24¢ ff).
Ein wichtiges Charakteristikum ist die Zahl At, /14, die bei
der fiir die Konvektionszone der Sonne abgeleiteten Temperatur-
leitfihigkeit A= 5-103 em?/s den sehr kleinen Wert 3,2.10°9
ergibt. Man kenn also mit sehr guter Ndherung den Grenzwert
al¥ (o) = —Tw t &= &, 10 em?/s  verwenden. Ein Vergleich
mit A zeigt, daB die Wiarmeleitung keine Rolle spielt. Da der
Strahlungetransport im Vergleich zum konvektiven Energietrans-
port ebenfalls vernachlidssigbar ist, wird letztlich der Ener-
gietransport durch die Turbulenz und deren Eigenschaften be-
stimmt. Aus Beobachtungsdater wird eine unterschiedliche Tur-
bulenzintensitdt, abhingig von der heliografischen Breite,
abgeleitet. Falcieni et al. (Falcieni, Rigutti, Roberti, 1974)
erhalten einen Unterschied von 6%+ 13% zwischen Aquator
und 72° heliografischer Breite. Erstaunlicherweise wird aber
keine Breitenabhingigkeit der (Oberflichentemperatur (0t 0,6%)
zwischen Aquator und 72°hel. Breite) festgestellt. Riidiger
hat Spektraltensoren fiir Turbulenz auf rotierenden Kdrpern

]

(inkompreseible Materie) berechnet., In erster Niherung er-
hé&lt er aus der Gleichung (82a)

8 = Ae (&, + q, (cosd) ), (103)
mit
Qe 0 ¢
Quu = 0 aqq O (104)

Qe = a4+ q®(1-cos™) , gy = a + a (1-cos¥) ,(105)

%<1, a1, (106)

(priv. Mitteilung). A, a® a/% qf, g’ sind Konstanten.
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Um einen eventuell moglichen Tempersturunterschied zwischen
dem Aquator und den Polen der Sonnenoberfliche groBenordnungs-
méBig zu bestimmen, wihlen wir ein einfaches Modell., Wir l&sen
ein stetiondres rotationssymmetrisches Wirmeleitungsproblem
in einer Kugelschale mit konstanter Dichte. Durch die innere
Begrenzungsflidche tritt ein gleichmiZBiger Wirmestrom q in
die Kugelschale ein (r = R.). An der HuBeren Begrenzungsflidche
(r = R) wird die Wirme abgestrahlt, wobei das Stefan-Boltz-
mannsche Gesetz gelten soll.

Fir unser Modell lautet die Wiarmeleitungsgleichung (in Kugel-
koordinaten)

FIRY ] Atdsr A Loosnedly ,
k_(r Bf) + e Tod ET(SIHJ£?) o ., (107)

mit den Rendbedingungen

a0 .
- a€(1+q|‘( )ErTlr;()‘: - Qo ’ qo> O [ (1088)
- Ae(1+q,r)3ﬁl =0 TR, (108b)
! f:Q
a -0 a -0 . 108
W 3=0 ’ a"Lw ( c)

Bei der Temperatur T(r,J) ist hier der Mittelungsstrich
weggelassen, g ist die bekannte Konstante des Stefan-Boltz-
mannschen Gesetzes.

Es werden folgende Normierungen und Abkiirzungen eingefiihrt:

g= r/R, (g= R/R), L= YQo/0's © =T/51R% (109a,b,¢)
'yz %@m(‘lw?)) = K]f;:':(“—%) ? & = 4%?02-[0“' (109d’e)
€ e

Die normierte Temperatur 9(?,3) stellen wir als Summe aus
dem nur von g¢ ebhingigen Anteil 6,(¢) und dem Anteil o7 (¢,/) ,
der die schwache v-Abhingigkeit enthilt, der:

8, = & (g) + 67(g,") . (110)

6, wird durch die Gleichung

...‘J_.?z“)a12 = O

(111)
&g * d¢
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und die Randbedingungen

dbol Ly, e g (112a,b)
dg B .?a(’i ’ﬁ] dg p-A 4',%

6, (¢) = 1+l —PJ- , (113)

fir die an der HuBeren Oberflidche der Kugelschale €,(1) =
ist. Der Normierungsfaktor ¢ |5’ = /q, /7 (;stellt demzufolge
die Oberflédchentemperatur - jedenfalls einen mittleren Wert -
dar, Die normierte Temperatur an der inneren Oberfliéche der
Kugelschale ist €,(yp ) =1 +%X . Xist also die normierte
Temperaturdifferenz der beiden Grenzflichen. Fiir 6'(§,J)
erhdlt man die Gleichung

L gSQ) Z*:” - (eintg)) = o (114)

und die Randbedingungen

0’| : X
= - " = ] 1
IP 3 q” L; Qe A ) et
gﬁ'L - - q, .s»’ - 861067 (1,9) = q. % - 80" (1,4) ,
S ke !;; -5 (115b)
Lo 5, o . (115¢)

Wegen der Ungleichung (106) werden in einer Kugelfliche nur

kleine Temperaturunterschiede auftreten, Deshalb erwarten wir
[6“j<< €, und heben bei der Rendbedingung (115b) (6, +6" )"=

= 6, + 46.%¢" gesetzt.

Die Losung der Gleichung (114) kann nach rdumlichen Kugel-
funktionen entwickelt werden. Die Entwicklungskoeffizienten
werden durch die Randbedingungen (115) bestimmt. Im Rahmen
unserer Niherung nehmen wir eine lokal isotrope Temperatur-
leitfghigkeit an, d.h., wir setzen gqy;= g, . Damit lautet die
Losung der Gleichung (114)

e'(ﬁ'ﬁ) = Co+t é1+(§§+ciy%(306% -1) . (1168)

Cgs C49 C, und c, sind die Integretionskonstanten. Nach deren
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Bestimmung erhilt man

Y
8 (3,7) = - qPf=+Kg, (1~ J 5
(35V) Qr[ +Kg, ( )| + q" uﬁq%g&g}+u—&f)

-H?Kgf+1-gﬂ?% -[éngfg-ii?éﬁqez- (3coéﬁ‘-1)}, (116D)

X ist fir die Sonne von der Grofenordnung 103 . Angaben iiber
die Tiefe der Konvektionszone h, = 1-p schwenken zwischen
C,3 und 0,1 . Bilden wir die Differenz von ©(1,¥) und €(1,0)
(Aquator) bei der Niaherung K> 1 (aus/A>xy1), die gut erfiillt
ist, und h,«1 , so0 erhalten wir

e(1,7) - €(1,0) =-<msJ?§q$h.p -ih+‘ﬁfw ]. (117)
Da q“] ein normiertes MaB fiir den Unterschied der Turbulenz-
intensitdt zwischen Aquator und Pol darstellt, nach dem ange-
gebenen MeBwert von 6% ist q/'= - 0,063 , ist die sich erge-
bende Temperaturdifferenz auf Grund ihrer quadratischen Ab-
hingigkeit von h im fiihrenden Glied wesentlich kleiner,

Die Pol-Kquator-Differenz ist fiir q?= - C,063 und dem
ungiinstigen Wert h,= 0,3, AT/T = 5.10° , ein Wert, der nicht
zu messen ist, Fiir h,= 0,1 erhdlt man aT/T = 0,95-10% ,
Genauere Rechnungen diirften Werte der gleichen GréBenordnung
ergeben, Somit ist eine mogliche Erklérung des nicht beobach-
teten Temperaturunterschiedes zwischen Pol und Aquator gegeben,



Fiir weiterfiihrende Rechnungen werden einige bereits ver-
wendete, aber nicht angegebene Ausdriicke fiir die Koeffizi-

enten a&,... angegeben. Sie gelten fiir schwach inhomogene
Turbulenz.

k; /. by Ay 23 N - A
a = (\’-1%{ 21k ) @ @'k di s ((-1)[[[(3*-1)%;1:,4 +
+ 18Iy -(¢-1)0 8 = (3=1)k; Kk, ke@'/k),‘%—]é‘:{ a'k de

‘. . (a1)
; ’l}’éw Z(k; iré— )8y a’k dw —ﬁ&ié({—ﬂ(&,‘i k=8 k) +

W
~1(2-1)" ki ke, G /k +[B8LEy +G-1)G8edj + 81 /ke
(Eop ket (=18 kika=(g=1) & ko kj-(3=1)der K ko=
~G=1e k)= (g=1)" kakk; kg (3'/K) /K] 1= f 'k do , (42)
o =Jl{ Bt 48 /K[~ @-1E kkam§ =1 e ik
+§(y-1 ) g Kk 45 (9 =1) & ko ky =(8'/K) ' /k-(p=1) kkk,k,~k§>+
/ﬁ'/k[-i&;é‘e" k=306 ke+i(8=1) Sl ky=13(p=1) 560 Kk, -

-i_(h’ 1)‘-‘-\20 Y ku"'i""(ﬂh'"’) "t'&w k i—(&’ 1)"&1 Cag k -
-1-(a>—1)uge“ —i3 (=18 k; { +

#8110 [k [1(=1)0 Kokl +13G=1)" 00k kokg+

+i"(¥‘-1) bul k k k +i‘(¥"'1) \...\Q k k k i"'()} 1)\.4‘ k k k +
? . , _

+15(=1)" & Kok Ky =13 (¢=1) knkek,]+

+32(p=1)" (G /) 1/K) " /k ke e ek k) = fQ’* a'kd,  (43)
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b = (;*-1)1[(»{—11‘:t k, (800 +(=1)8"Y+ (-G & ki /i 48 (g K =(r=1)Sek; )=
_'A' ) keia _'J\" R - X 1& 3
G /k ok, ke k0 =G k- (@ 1)k,,k,kd.),5f-—Jqoz_d ik dw,  (A4)

(y-¥
N Aa ~ Ay o
by =n{<§ék;kj/w +(p=1)G (JLikJ-\“@kii}ﬁ /k'kuk‘kf/“ +

+(@-1)2G6"" /K -k K ,~k3~>+ <i€’(:‘.‘,ﬂ Sy +(3=1)8ei & )=1G /K5«

* (au,' kik‘ +("""1) Skﬁ k;kd+(¥“‘1 ) (SE; k"kd:)_i("-‘] ) (a'/k) '/k'k"kgk{ k;"/
~ /W +
1= k(8 Tl = S kgl = gk #(p=1) e K Ky + (2= k)

-i(r-1) (G* - 2_fr gt )
1(g=1)" (G /k) ' /k-k kK k.5 p Q} a'k do (A5)

Nun geben wir einige Koeffizienten an, die unter Beriicksichti-
gung einer schwachen Ortsabhiéngigkeit der mittleren Dichte
abgeleitet wurden.

a = (¥—1)l’16kikjaa dgk dw+ (\,_1)[/‘3 klk'é\i dgk QL+

A ~ A -
+ (¥-1) %‘[[{5&, k; +21Gdp, ki-G‘zw(‘;‘..ki-i(a"")G'/k'kmka"k“f(ig)dzkdw
8, =gﬂ.ﬂ -’l[ki-i-a— ]ﬁ;“ a’k do +]H 16G=1) (G Kj=Gn X)) +

w Bx;
+i(x‘—1)2a'/k-qu;kl} Qalk aw +
- -S?E ”é‘&;e&‘- +(f—1)6'/k~[25e1 ke K+ £ do Ky - d“,-k.,ki-(y-1)&,k,\ki].

~ (=10 (B1/K) /e ke e #1808 By +1 (=1 GE /-
'[2 Soj kol + &0y kol - Qi kolej=(¢-1) dne ks Ky =10 =1 2 (G /0%

. ok, -ki-k, -
~1(p=1) B8 /)" /e de ok Ky Q) @tk dw (A7)
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ak“ = "]J{ —85}.; S“l +a'/k[(‘}_1)8k; knka- g(y-‘l)téﬂ‘ k“ki"" A“"‘k'\k'i )+

+ 2=1) G ik + }!:E(ié‘e‘&- K +i 8w S kg 1 Jeidhy ko -
1(p=1) Sne Buike 37 (= 1) g dun - Ky +17 (= 1) em G by 425 (0 =10 g ¥

. -, , 4&'3(9-/1}&? oy k;] +
+H(@ /1) e [FE-1) kb g+ }fg(-i(f-‘l)&; Kk +

+i§({—1) Se{ k“k,ki-ig-(y-ﬂke A‘u..k;k"-if(f“”gue ' khkikj +
#1201k S Kl =17 (p=1)7 S kel k415 (9= 1)k S K de 4
+1§(y—1)éq— k Kk k;) +

+(G1/K) '/ [-i§(x—1 ) -}E“- k, k, k k; k&-]+

+Ha(6'/k)}&['keé}h54i "2t‘:¢a*§m’ kn+(f'—1)gneé\u.'kj+(f*1)keg : k,,ka'*-

-(f"‘l)t‘:?" Jahki— g(Y-T)&eé\u( k; - g(f—")&,e&" k,‘] +

+ (p=1w(C'/k) ﬁa; ok k= Gy ok d = F G kokyky =

- 7 dykekk,t 26e=1) Sk k+ F(p=1) é;,kek;kd .

+ (=)W G(E /1) ' /e[S ke k= ke Ky § Ak ik -

- fé;d k,k, k;- 3— Onj e K K + g—(a’~1)&tkkk;kd'J£¢+
+ =170 8@ /1) /1) /1) ke e ke ke 4

+ (?-1)2w(a'/k)((é"/k)'/k)j-{&kekl‘k“k;k{]/Q\'f'xd.d:'kdw . (48)
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Man muB devon susgehen, daB fiir ¢ /0x, 4 O die Spektral-
tensoren ebenfalls vom Dichtegradienten abhingen. PFiir einen
kleinen Dichtegradienten, d.h. Ia?]axhp1,<(£,, geben wir
folgenden Spektraltensor an:

Q (mkse) = (& - M) (LD + (ss,k.d((&‘(‘ “““th"'

. L 1A Kek- /KU = 47 0 k. /%2
(D+ 7 A') + 1Ank‘k‘/k1 iAA?,{kt/k +

+ _-.54.(F+ﬁg) + (@ k)l (Brik (B, /K2)) 4

+ 1R ki /e +
+ iC & fa + (8 kj +f k)C (49)

Die Korrelatlonsfunktlonen A, £, D beschreiben das Wirbel-
feld, F E,,H daeg Potentialfeld und 64, ﬁ} die Korrelation

des Wirbelfeldes mlt dem Potentialfeld i, . ﬁ, ﬁ: sind

symmetrisch in ¥, P, ﬁ, C, Cn antisymmetrisch.
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Nachdem wesentliche Ergebnisse, die hier dargestellt sind,
vorlagen, wurde in der Arbeitsgruppe dariiber diskutiert. Einige
Anregungen und Hinweise erhielt ich von meinem Betreuer Dr.
Radler. Prof. Krause darauf, zu untersuchen, ob durch Turbulenz
eine Verminderung der mittleren effektiven Temperaturleitfdhig-
keit erreicht werden kann. Dafilir und fiir das Interesse, das
meiner Arbeit entgegengebracht wurde, welches andererseits
meine Freude an ihr wachsen liefB3, danke ich allen, aber beson-
ders Dr. Radler herzlich.

Herrn Zange danke ich fiir einige numerische Rechnungen.

Ich versichere, die vorliegende Arbeit selbstdndig und nur
unter Benutzung der angegebenen Literatur angefertigt zu haben.
Diese Arbeit wurde keiner anderen Stelle zur Begutachtung
vorgelegt, einige Ergebnisse wurden bereits verdffentlicht.

Potsdam, den 31. Januar 1978
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